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Получено стохастическое дифференциальное уравнение для капитала
страховой компании в модели коллективного риска, в которой произ-
водятся инвестиции как в рисковые, так и в безрисковые активы, и вы-
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Введение
Одним из актуальных вопросов в развитии финансовой деятельности в Россий-
ской Федерации является эволюция рынка страховых услуг. В современном мире
страхование является важнейшим стабилизатором процессов общественного вос-
производства. Финансовые резервы, накопленные в страховых активах, являются
значительной основой инвестиций в экономику страны. В экономически развитых
странах инвестиции страховых компании по мощности и размерам не уступают та-
ким крупным кредитно-финансовым учреждениям, как инвестиционные фонды и
банки. Эффективное функционирование страховой компании обеспечивается ин-
вестиционной деятельностью страхователя на микроуровне за счет создания до-
статочного страхового фонда. Это относится к тем видам страхования, в которых
при расчете тарифа учитывается прибыль от инвестиций, например страхование
жизни, или в том случае, когда страховые обязательства выражаются через де-
нежные единицы в отличии от тех, где создаются страховые резервы.
Большинство моделей математической теории страхования (актуарной матема-
тики) созданы для ситуаций, когда не учитывается инвестиционная деятельность
страховой компании. Такой подход приводит к неправильным оценкам эффек-
тивности деятельности компании. Одним из наиболее популярных показателей
эффективности страховой компании является так называемая вероятность разо-
рения.
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Наиболее сильные результаты по оценкам вероятности разорения получены в
рамках классической коллективной модели риска Крамера-Лундберга, в которой
динамика капитала страховой компании описывается следующим уравнением:
𝑅(𝑡) = 𝑢 + 𝑐𝑡−
𝑁(𝑡)∑︁
𝑗=1
𝑍𝑗 = 𝑢 + 𝑐𝑡− 𝑆(𝑡) , 𝑡 ≥ 0 , (1)
где 𝑢 – величина начального капитала компании, 𝑐 – скорость поступления взносов
(премий), (𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0) – число поступивших к моменту времени 𝑡 исков, {𝑍𝑗} –
величины поступивших исков. В классической коллективной модели риска пред-
полагается, что (𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0) есть однородный процесс Пуассона с параметром 𝜆,
а величины исков независимы и одинаково распределены [1].
Если в некоторый момент времени величина капитала становится отрицатель-
ной, то говорят, что наступает разорение страховой компании. Величина
𝜏 := inf(𝑡 > 0 : 𝑅(𝑡) < 0)
называется моментом разорения. Обычно наибольший интерес представляет веро-
ятность разорения
𝜓(𝑢) = 𝑃 (𝜏 <∞|𝑅(0) = 𝑢) (2)
как фунция от величины начального капитала. Оценкам этой величины посвяще-
но большое число журнальных статей и несколько монографий (см., например,
[2], [3]). В классической коллективной модели риска получен следующий замеча-
тельный результат (см. [1]):
𝜓(𝑢) =
𝑒−𝑅·𝑢
𝑀
(︀
𝑒−𝑅·𝑅(𝜏)|𝜏 <∞)︀ , (3)
где 𝑅 > 0 есть положительный корень уравнения:
𝜆 + 𝑐 · 𝑟 = 𝜆 ·𝑀𝑍(𝑟).
Здесь𝑀𝑍(𝑟) – порождающая функция моментов случайных величин 𝑍𝑗 . Наиболь-
шую трудность представляет вычисление величины в знаменателе. Но нетрудно
видеть, что она всегда больше 1. Отсюда получаем хорошо известное неравенство
Лундберга:
𝜓(𝑢) ≤ 𝑒−𝑅·𝑢 .
Но эти результаты получены без учета инвестиционной деятельности страхо-
вой компании, которая оказывает большое влияние на финансовую устойчивость
компании, в частности, на величину вероятности разорения. В последнее время
оценкам вероятности разорения в моделях в учетом инвестиций уделялось по-
вышенное внимание. Опубликовано большое число журнальных статей, написано
несколько диссертаций (см., например, [4], [5]). Но, к сожалению, получить резуль-
тат, аналогичный представлению (3), не удается. Вместо этого получают оценки
для вероятности разорения. Например, в работе [6] в модели, где допукаются инве-
стиции только в рисковые активы, получены асимптотические верхние и нижние
оценки для вероятности разорения в случае больших значений начального капи-
тала.
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В нашей работе мы рассматриваем модель, в которой допустимы инвестиции
как в рисковые, так и безрисковые активы. То есть это некоторое обобщение моде-
ли из работы [6]. Основным результатом является явное решение стохастического
дифференциального уравнения для полного капитала страховой компании. Это
позволило показать, что наша модель после пересчета параметров сводится к мо-
дели из работы [6]. Это позволяет воспользоваться результатами из этой работы
и получить оценки вероятности разорения и в нашей ситуации.
1. Описание модели
Пусть страховая компания имеет возможность инвестировать начальный ка-
питал как в рисковые, так и безрисковые активы. Обычно предполагают, что эво-
люция цен рисковых активов описывается следующим уравнением:
𝑑𝑆(𝑡) = 𝑆(𝑡) [𝜇𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊 (𝑡)] , (4)
а динамика цен безрисковых активов описывается уравнением:
𝑑𝐶(𝑡) = 𝑟 · 𝐶(𝑡)𝑑𝑡, (5)
где 𝜇 – ожидаемая доходность акций, 𝜎 > 0 – волатильность акций; (𝑊 (𝑡), 𝑡 ≥ 0)
– стандартный винеровский процесс; 𝐶(𝑡) – величина банковского счета в момент
времени 𝑡; 𝑟 – процентная ставка (0 < 𝑟 < 𝜇). Обозначим через 𝛼(𝑡) долю общего
капитала в рисковых активах, (1 − 𝛼(𝑡)) – долю банковского счета в портфеле
компании. 𝑋(𝑡) – полный капитал страховой компании в описанных условиях.
Далее мы рассматриваем простейшую ситуацию, когда эти доли не меняются со
временем: 𝛼(𝑡) = 𝛼. Тогда можно показать, что уравнение динамики капитала
имеет следующий вид [4]:
𝑑𝑋(𝑡) = [(𝛼 · 𝜇 + (1− 𝛼) · 𝑟) 𝑑𝑡 + 𝛼 · 𝜎 · 𝑑𝑊 (𝑡)]𝑋(𝑡) + 𝑑𝑅(𝑡). (6)
2. Решение стохастического дифференциального уравнения
В этом разделе мы получаем явное представление для решения уравнения (6).
Обозначим 𝛽 = 𝛼 · 𝜇 + (1− 𝛼) · 𝑟, 𝛾 = 𝛼 · 𝜎. Тогда, с учетом уравнений (1) и (6) и
введенных обозначений, мы приходим к следующему стохастическому дифферен-
циальному уравнению:
𝑑𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡) [𝛽 · 𝑑𝑡 + 𝛾 · 𝑑𝑊 (𝑡)] + 𝑐 · 𝑑𝑡− 𝑑𝑆(𝑡) , 𝑡 > 0 , 𝑋(0) = 𝑢. (7)
Рассмотрим следующее вспомогательное уравнение:
𝑑𝐵(𝑡, 𝑠) = 𝐵(𝑡, 𝑠) [𝛽 · 𝑑𝑡 + 𝛾 · 𝑑𝑊 (𝑡)] , 𝑡 > 𝑠 ,𝐵(𝑠, 𝑠) = 1. (8)
Это уравнение легко решается с помощью формулы Ито и его решение имеет вид
(см. [7]):
𝐵(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝑥𝑝
{︂(︂
𝛽 − 𝛾
2
2
)︂
(𝑡− 𝑠) + 𝛾 [𝑊 (𝑡)−𝑊 (𝑠)]
}︂
. (9)
Обозначим 𝐵(𝑡) = 𝐵(𝑡, 0). Это есть так называемое геометрическое броуновское
движение. Из соотношения (8) легко следует, что 𝐵(𝑡, 𝑠) = 𝐵(𝑡)/𝐵(𝑠).
Следующий результат является основным в нашей работе.
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Теорема 1. Решение уравнения (7) имеет следующий вид:
𝑋(𝑡) = 𝐵(𝑡) · 𝑢 + 𝑐 ·
∫︁ 𝑡
0
𝐵(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠−
𝑁(𝑡)∑︁
𝑗=0
𝑍𝑗 ·𝐵(𝑡, 𝜈𝑗), (10)
где 𝜈𝑗 есть момент поступления 𝑗-го иска.
Доказательство. Обозначим
𝑋1(𝑡) := 𝐵(𝑡) · 𝑢 ,𝑋2(𝑡) := 𝑐 ·
∫︁ 𝑡
0
𝐵(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠,
𝑁*(𝑡) :=
𝑁(𝑡)∑︁
𝑗=0
𝑍𝑗 , 𝑋3(𝑡) := ·
∫︁ 𝑡
0
𝐵(𝑡, 𝑠)𝑑𝑁*(𝑠).
Тогда в силу (10) получаем соотношение:
𝑋(𝑡) = 𝑋1(𝑡) + 𝑋2(𝑡)−𝑋3(𝑡). (11)
Продифференцируем это выражение почленно. В силу (8) имеем
𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑋1(𝑡) · [𝛽 · 𝑑𝑡 + 𝛾 · 𝑑𝑊 (𝑡)] . (12)
Далее
𝑋2(𝑡) = 𝑐 ·𝐵(𝑡) ·
∫︁ 𝑡
0
𝑑𝑠
𝐵(𝑠)
= 𝑐 · 𝑌1(𝑡) · 𝑌2(𝑡).
В силу (8)
𝑑𝑌1(𝑡) = 𝑌1(𝑡) · [𝛽 · 𝑑𝑡 + 𝛾 · 𝑑𝑊 (𝑡)] .
По определению стохастического дифференциала
𝑑𝑌2(𝑡) =
𝑑𝑡
𝐵(𝑡)
.
Применяя формулу Ито (см. [7]), получаем
𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋2(𝑡) · [𝛽 · 𝑑𝑡 + 𝛾 · 𝑑𝑊 (𝑡)] + 𝑐 · 𝑑𝑡. (13)
В случае третьего слагаемого ситуация сложнее, поэтому рассмотрим ее по-
дробнее. 𝑋3(𝑡) можно записать в виде
𝑋3(𝑡) = 𝑍1(𝑡) · 𝑍2(𝑡),
где
𝑍1(𝑡) = 𝐵(𝑡), 𝑍2(𝑡) =
𝑡∫︁
0
1
𝐵 (𝑠)
𝑑𝑁*(𝑠).
Рассмотрим векторный процесс
𝑍 =
(︂
𝑍1(𝑡)
𝑍2(𝑡)
)︂
.
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Компоненту 𝑍2(𝑡) перепишем в виде
𝑍2(𝑡) =
𝑡∫︁
0
∫︁
𝑅10
𝑢
𝐵 (𝑠)
𝑁 (𝑑𝑠, 𝑑𝑢) = 𝜆 · 𝑎 ·
𝑡∫︁
0
𝑑𝑠
𝐵 (𝑠)
+
𝑡∫︁
0
∫︁
𝑅10
𝑢
𝐵 (𝑠)
𝑁0 (𝑑𝑠, 𝑑𝑢) ,
где 𝑁 (𝑑𝑠, 𝑑𝑢) – пуассоновская случайная мера, порожденная процессом 𝑁*(𝑡),
𝑁0 (𝑑𝑠, 𝑑𝑢) – соответствующая центрированная мера, 𝑎 = 𝐸(𝑍𝑗).
В монографии [8] можно найти следующий вариант обобщенной многомерной
формулы Ито. Пусть мы имеем многомерный процесс 𝑍(𝑡) = (𝑍1(𝑡), . . . , 𝑍𝑚(𝑡))
𝑇 ,
который имеет следующее представление:
𝑍(𝑡) = 𝑍(0) +
𝑡∫︁
0
𝑋(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫︁
0
𝑌1(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) +
𝑡∫︁
0
∫︁
𝑅10
𝑌2(𝑠, 𝑢)𝑁0(𝑑𝑠, 𝑑𝑢),
где 𝑊 (𝑡) – стандартный винеровский процесс в 𝑅𝑚, 𝑁0(𝑑𝑠, 𝑑𝑢) – центрированная
пуассоновская мера, которая не зависит от процесса 𝑊 . Пусть 𝑢 = 𝜙(𝑧, 𝑡) есть
вещественная, дважды непрерывно дифференцируемая функция. Рассмотрим но-
вый случайный процесс 𝑈(𝑡) = 𝜙(𝑍(𝑡), 𝑡). Тогда
𝑑𝑈(𝑡) =
{︂
𝜙𝑡(𝑍(𝑡), 𝑡) + 𝜙𝑧(𝑍(𝑡), 𝑡)
𝑇 ·𝑋(𝑡) + 1
2
𝑡𝑟[𝜙𝑧𝑧(𝑍(𝑡), 𝑡) · 𝑌1(𝑡) · 𝑌1(𝑡)𝑇 ]
}︂
𝑑𝑡+
∫︁
𝑅𝑚0
[𝜙(𝑍(𝑡) + 𝑌2(𝑡, 𝑢), 𝑡)− 𝜙(𝑍(𝑡), 𝑡)− 𝜙𝑧(𝑍(𝑡), 𝑡)𝑇 · 𝑌2(𝑡, 𝑢)]𝜇𝑁 (𝑑𝑡, 𝑑𝑢)+
𝜙𝑧(𝑍(𝑡), 𝑡)
𝑇 · 𝑌1(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) +
∫︁
𝑅𝑚0
[𝜙(𝑍(𝑡) + 𝑌2(𝑡, 𝑢), 𝑡)− 𝜙(𝑍(𝑡), 𝑡)]𝑁0(𝑑𝑡, 𝑑𝑢).
В нашем случае 𝑚 = 2, 𝜙(𝑧, 𝑡) = 𝑧1 · 𝑧2,
𝑋1(𝑡) = 𝛽 ·𝐵(𝑡), 𝑋2(𝑡) = 𝜆𝑎
𝐵(𝑡)
,
𝑌11(𝑡) = 𝛾 ·𝐵(𝑡), 𝑌12(𝑡) = 0,
𝑌21(𝑡, 𝑢) = 0, 𝑌22(𝑡, 𝑢) =
𝑢
𝐵(𝑡)
.
Подставляя это в обобщенную формулу Ито, получаем:
𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋3(𝑡) · [𝛽 · 𝑑𝑡 + 𝛾 · 𝑑𝑊 (𝑡)] + 𝑑𝑁*(𝑡). (14)
Собирая вместе выражения (12), (13) и (14) и учитывая соотношение (11), окон-
чательно получаем:
𝑑𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡) · [𝛽 · 𝑑𝑡 + 𝛾 · 𝑑𝑊 (𝑡)] + 𝑐 · 𝑑𝑡− 𝑑𝑁*(𝑡).
Теорема 1 доказана. 2
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3. Оценка вероятности разорения
В работе [6] рассматривается аналогичная задача для случая, когда допуска-
ются инвестиции только в рисковые активы. В этом случае динамика капитала
страховой компании удовлетворяет уравнению
𝑑𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡) [𝜇1 · 𝑑𝑡 + 𝜎1 · 𝑑𝑊 (𝑡)] + 𝑐 · 𝑑𝑡− 𝑑𝑆(𝑡) , 𝑡 > 0 , 𝑋(0) = 𝑢. (15)
Это совпадает с уравнением (7), если положить 𝜇1 = 𝛽 = 𝛼 · 𝜇 + (1 − 𝛼) · 𝑟,
𝜎1 = 𝛾 = 𝛼 · 𝜎.
Таким образом, переобозначая параметры, мы сводим нашу модель к случаю,
когда используются только инвестиции в рисковые активы. Теперь мы можем при-
менить результаты из работы [6] для получения оценок для вероятности разоре-
ния. В [6] при указанных выше условиях были получены следующие результаты.
Пусть
𝑏 :=
2𝜇1
𝜎21
− 1.
Определим функцию:
𝐽(𝑏) =
2𝜇1
𝜎21𝑏
2
(︀
1{0<𝑏≤1} + 𝑗11{1<𝑏≤2} + 𝑗21{𝑏>2}
)︀
,
где
𝑗1(𝑏) = 𝑏
(︀
1 + 𝜚−1
)︀
, 𝑗2(𝑏) = 𝑏 · 2𝑏−2
(︂
1 +
(︁
(1 + 𝜚)
1
𝑏−1 − 1
)︁1−𝑏)︂
,
𝜚 = 𝜚(𝑏) =
(𝑏− 1)𝜎21
2𝜇1
.
Теорема 2. Если 𝑏 > 0 и 𝐸
[︀
𝑍𝑏1
]︀
<∞, тогда
lim
𝑢→∞ sup𝑢
𝑏𝜓(𝑢) ≤ 𝐶*(𝑏),
где 𝐶*(𝑏) = 𝐽(𝑏)𝐸𝑍𝑏1.
Теорема 3. Если 𝑏 > 0 и 𝐸
[︀
𝑍𝑏+𝛿1
]︀
<∞ для некоторого 𝛿 > 0, тогда существует
константа 0 < 𝐶* <∞ такая, что:
lim
𝑢→∞ inf 𝑢
𝑏𝜓(𝑢) > 𝐶*.
Теорема 4. Предположим, что P {𝑍1 > 𝑧} > 0, ∀𝑧 ∈ R. Если
𝐸
[︀
𝑍𝑏+𝛿1
]︀
<∞
для некоторого 𝛿 > 0, тогда 𝜓(𝑢) = 1, ∀𝑢 > 0.
Заключение
В настоящей работе получено явное решение стохастического дифференциаль-
ного уравнения, которому удовлетворяет величина капитала страховой компании в
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коллективной модели риска с учетом инвестиций. Показано, что эта задача может
быть сведена к эквивалентной задаче, в которой допустимы инвестиции только в
рисковые активы. Далее, используя это представление, получены верхние и ниж-
ние оценки для вероятности разорения.
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